
距離空間からの遥かなる道のり
コンパクト生成性の十分条件と完全証明

位相空間論において、私たちが直感的に親しんでいる「距離空間」の性質を極限まで抽出していくと、最終的に「コン
パクト生成空間（ 空間）」という非常に都合の良い圏論的舞台に到達します。

距離空間  第一可算空間  フレシェ・ウリゾーン空間  列型空間  コンパク
ト生成空間

本稿では、この美しい階層構造を一つ一つ解き明かし、右側の空間への包含関係を完全に証明します。

1. 列型空間 (Sequential Space) の定義とコンパクト生成性

【モチベーション】 解析学では「閉集合である」ことを「どんな収束点列の極限点も逃がさない」こととして定
義します。この「点列の収束性だけで位相（閉集合）を完全に決定できるギリギリの空間」が列型空間です。

定義（点列閉集合と列型空間）
位相空間  の部分集合  が点列閉（sequentially closed）であるとは、「  内の任意の収束点列 

 が点  に収束するならば、必ず  となる」ことをいう。

位相空間  が列型空間（Sequential space）であるとは、「  が点列閉集合である  が閉集合であ
る」 が成り立つ空間のことをいう。

定理 1（列型空間はコンパクト生成空間）
任意の列型空間  は、コンパクト生成位相空間である。
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【証明】

コンパクト生成空間の定義は、「任意の 閉集合が、通常の閉集合になること」である。この対偶である
「  が閉集合でない   は  閉集合ではない（あるコンパクトハウスドルフ空間   と連続写像  

 が存在し、  が閉集合にならない）」
を示す。
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2. フレシェ・ウリゾーン空間 (Fréchet-Urysohn Space)

【モチベーション】 列型空間は「点列極限が外に逃げなければ閉集合」という判定基準を与えましたが、「閉包
 の元を直接点列で捕まえられるか」までは保証していません。閉包の要素を「常に一発の点列で捕まえられ
る」という、さらに距離空間に近い強力な性質を持つのがフレシェ・ウリゾーン空間です。

定義（フレシェ・ウリゾーン空間）
位相空間  がフレシェ・ウリゾーン空間であるとは、任意の部分集合  とその閉包の任意の元  に
対して、必ず  内の点列  が存在して、  と収束することをいう。

Step 1: 点列の抽出
 は列型空間であるから、「  が閉集合でない」ならば「  は点列閉集合ではない」。
すなわち、ある  内の点列  と、  に属さない極限点  が存在して、  は  に収束す
る。

Step 2: テスト空間  の構成
コンパクトハウスドルフ空間として、自然数の集合  を離散位相とし、そこに無限遠点  を付加した1点コン
パクト化空間

を 考 え る 。 こ の 空 間   に お け る   の 基 本 近 傍 系 は  （ た だ し  
）である。

Step 3: 連続写像  の構成と連続性の確認
写像  を次のように定義する：

この  が連続であることを示す。
各  は  の孤立点であるため、  での連続性は自明である。

 での連続性：  における  の任意の開近傍  を取る。  は  に収束するため、ある自然数  が存在し
て、  となる。このとき、  における  の開近傍  を考えれば、  とな
り、  でも連続である。よって  は連続。

Step 4:  が閉集合にならないことの確認
 による  の逆像  を調べる。
構成より、すべての  について  なので、  である。
しかし、  であるため、  である。
空間  において部分集合  の閉包は  全体（  は  の集積点）である。極限点  を含まないため、

 は  における閉集合ではない。

以上により、「  が閉集合でない」と仮定した結果、  が 閉集合の条件を破ることが示された。対偶をとっ
て、  はコンパクト生成空間である。
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定理 2（Fréchet-Urysohn  Sequential）
任意のフレシェ・ウリゾーン空間  は、列型空間である。

3. 第一可算空間 (First-Countable Space)

【モチベーション】 ここまで来ると、皆さんが一番よく知っている概念です。フレシェ・ウリゾーン空間が成り
立つための非常に自然な理由は、「点の周りの近傍をだんだん小さくしていくことができる（可算な局所基を持
つ）」ことです。距離空間は開球  が局所基になるため、自動的にここに含まれます。

定義（第一可算空間）
位相空間  の各点  が、可算個の近傍からなる局所基（基本近傍系）を持つとき、  を第一可算空間と
いう。
（※ 可算局所基を持つなら、それを包含関係で減少する列  に取り直すことが常に可能で
ある）。

定理 3（First-countable  Fréchet-Urysohn）
任意の第一可算空間  は、フレシェ・ウリゾーン空間である。（したがって列型空間であり、コンパクト生成
空間である）。
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【証明】

 がフレシェ・ウリゾーン空間であるとする。  が列型空間であることを示すには、「  が点列閉集合
ならば、  は閉集合である」ことを示せばよい（逆の「閉  点列閉」は任意の位相空間で常に成立するた
め）。

 を点列閉集合とする。背理法を用い、  が閉集合でないと仮定する。

 が閉集合でないならば、  であるため、ある点  が存在する。

ここでフレシェ・ウリゾーン空間の定義を適用する。
 であるため、  内の点列  が存在して、  は  に収束する。

しかし、いま  は「点列閉集合」であると仮定している。
点列閉集合の定義より、「  内の点列が収束するならば、その極限点は必ず  に属する」はずである。したが
って、極限点  は  でなければならない。

これは最初に取った  （すなわち ）という事実に明確に矛盾する。
したがって仮定は誤りであり、  は閉集合でなければならない。よって  は列型空間である。
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おまけ：点列によらない「コンパクト性」からの一般化

上記は「距離空間」の点列的性質の拡張というアプローチでしたが、局所コンパクトハウスドルフ空間（例えば多様体
や  など）も、強力な十分条件として直ちにコンパクト生成空間になります。
局所コンパクトハウスドルフ空間では、各点が「コンパクトな閉近傍」を持つため、空間全体がコンパクト空間たちの
パッチワークのように扱え、商空間の特徴付けなどを通じて容易にコンパクト生成性が導かれます。

【証明】

 を第一可算空間とする。任意の部分集合  と、  を任意に固定する。
フレシェ・ウリゾーン空間であることを示すため、  に収束する  内の点列を具体的に構成する。

Step 1: 減少する可算局所基の用意
 は第一可算であるため、点  の可算な局所基が存在する。それらの有限交叉を取ることで、単調減少する開
近傍の列

で、局所基をなすものを構成できる。

Step 2: 点列の抽出
 （閉包の元）であることの定義から、「  の任意の近傍は  と交わる」。

したがって、各  について近傍  を考えると、  である。
よって、各  に対して要素  を1つずつ選ぶことができる。
このようにして、  内の点列  が構成される。

Step 3: 収束性の証明
この点列  が  に収束することを示す。

 の任意の開近傍  を取る。  は局所基であるため、ある自然数  が存在して、  となる。
列の単調減少性により、任意の  に対して

が成り立つ。点列の構成より  であるため、

となる。これはまさに点列  が  に収束することの定義である。

以上より、  はフレシェ・ウリゾーン空間である。
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